
  

  

  

  مقدمة

,: نظرية الأعداد علم يعني بدراسة خواص الأعداد الصحيحة 2, 1,0,1,2,− −⋯ على الرغم من . ⋯
هناك عشرات المسائل التي لم تحل بعد في . أن الأعداد الصحيحة مألوفة وخواصها تبدو بسيطة إلا أا علم عميق جداً 

  :بعضها رنظرية الأعداد نذك
2nهل كل عدد زوجي (1)   يكون مجموعاً لعددين أوليين؟   <

22الصورة  على هل يوجد عدد أولي(2) 1
n

5nو  +   ؟ ≤
  وهل يوجد عدد تام فردي؟ الزوجية تامةمن الأعداد ال هل يوجد عدد غير منته(3)
  ؟ )(Twin primesمن الأعداد الأولية التوأم  هل يوجد عدد غير منته (4)
  ؟ 1من الأعداد الأولية التي كل خاناا الرقم  هل يوجد عدد غير منته(5)

 دوليمبيارية الأعداد مزودة ببعض الأمثلة المحلولة و مسائل ابعض المفاهيم الأساسية في نظلنعرض فيما يلي   

}نرمز موعة الأعداد الصحيحة بالرمز .  البسيطة الرياضيات }0, ,1, 2, 3,= ± ± ± ⋯Z  موعةو

}الأعداد الصحيحة الموجبة بالرمز  }1,2,3,+ = ⋯Z.  

  

  مةقابلية القس

Divisibility 

  
a,ليكن  b 0  نقول أن  .عددين صحيحينa إذا وجد  aيقبل القسمة على  bأو  bقاسم للعدد  ≠

b بحيث q عدد صحيح qa=  نعبر عن هذا بكتابة و|a b  . أيضا في هذه الحالة نقول أنb  مضاعف لـa  أو
a  عامل من عواملb  .كانا  إذa  لا يقسمb فنكتبa b�  . إذا كان|a bβ  1وa bβ+  βأي أن ، �

a|بحيث  aأكبر قوة للعدد  bβ ، فنكتب||a bβ.  
  

  خصائص أساسية للقاسم

,ليكن  ,a b c ة عندئذأعداد صحيح  
( a|  إذا كان 1( b  و|a c   فإنa خطىأي تركيب سم يق bx cy+   منbوc حيث,x y  أعداد

|كحالة خاصة . صحيحة ( )a b c±  أي أنa  ق بينهمايقسم مجموع العددين ويقسم الفر.  
( a|  إذا كان 2( b  و|b c  فإن|a c.  
( a| إذا كان 3( b فإن |ac bc  0حيثc ≠.  
( a| إذا كان 4( b و|b a فإن a b= ± .  



( a| إذا كان 5( b  0وb | فإن ≠ | | |a b≤. 

( a|  إذا كان 6( b 0وb |فإن  ≠
b

b
a

.  

  
  

  .سنبرهن بعضا من هذه الخصائص
( )1P  بما أن|a b  و|a c ،إذن يوجد عددين صحيحين mوn بحيث b ma=وc na=وعليه  

( )( ) ( )bx cy ma x na y mx ny a+ = + = +  
aومنه  bx cy+  

( )2P  بما أن|a b  و|b c ، إذن يوجد عددين صحيحينmوn بحيث b ma=وc nb=   وبالتالي
( ) ( )c nb n ma nm a= = a|وعليه = c  

( )5P  إذا كان|a b  فإنه يوجد عدد صحِيحc  بحيثb ac=  . إذا| | | || | | |b c a a= ≥.  
  

  المربع الكامل والمكعب الكامل
2mبحيث  kإذا وجد عدد صحيح ) مكعب كامل(أنه مربع كامل  mنقول عن العدد الصحيح  k= 

)3m k= .( نقول أنm  1خال من التربيع إذا كان لا يقبل القسمة على أي عدد مربعn ضح أن وا. <
أو  4mمربع أي عدد صحيح إما أن يكون على الشكل .  مكعب كامل؟ هل هو مربع كامل؟ بين ذلك 999100

4على الشكل  1m   .حدد متى نحصل على هذه الصيغة أو تلك.  +
  

  خوارزمية القسمة
a,إذا كان   b  0عددين صحيحين بحيث أنb q,فإنه يوجد عددين صحيحين وحيدين  ≠ r  بحيث  

, 0a qb r r b= + ≤ <  
  .remainderالباقي يسمى rوالعدد  quotientيسمى خارج القسمة  qالعدد 

  
وسجلنا بواقي  5قسمنا على  ,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19إذ ا أخذنا الأعداد 

. 5وسجل بواقي قسمتها على 23,24,25,26,27ماذا سنجد؟ خذ الآن خمسة أعداد متتالية ولتكن .  القسمة
  .حظ ؟ هل يوجد بينهما عددان لهما نفس الباقي ؟  عمم هذه النتيجةماذا تلا
,3,4نلاحظ أن بواقي القسمة هي         0,1,2, 3, 4, 0,1,2,3, في حالة الخمسة أعداد المتتالية نجد أن .  ⋯,4,0

,3,4جميع البواقي مختلفة وهي    :ونصل إلى نتيجتين هامتين هما nيمكن أن نعمم النقاش ليشمل أي عدد . 0,1,2
ولكــل واحــد مــن هــذه الأعــداد بــاق مختلــف عــن . nمــن الأعــداد المتتاليــة يوجــد عــدد يقبــل القســمة علــى  nمــن بــين 

  أي أن، nمن الأعداد المتتالية يقبل القسمة على العدد  n حاصل ضرب.  nالآخر عند قسمتها على 
| ( 1)( 2) ( )n k k k n+ + !وأكثر من ذلك فان . ⋯+ | ( 1)( 2) ( )n k k k n+ + +⋯.  

  



  
  

  

  الصحيحة قابلية القسمة على بعض الأعداد

1ليكن  1 0 10( )n nN a a a a−= 0عدداً عشرياً خاناته  ⋯ 1 1, , , ,n na a a a−⋯  0حيثna يسمى .  ≠
  يكتب على الصورة Nالعدد . Nبالحد الأخير للعدد  0aويسمى الرقم  Nبالحد الأول للعدد  naالرقم 
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}لاحظ أن خانات أي عدد عشري تكون من اموعة  }0,1,, هناك أنظمة أعداد أخرى غير العشرية . ⋯9,
}فالعدد الثنائي تكون خاناته من اموعة    }والعدد الثماني تكون خاناته من اموعة  0,1{ }0,1,, وإذا   ⋯7,

1كان  1 0 8( )n nN a a a a−=   يكتب على الصورة Nعدداً ثمانيا فان ⋯
                         1

1 1 08 8 8n n

n nN a a a a−
−= × + × + + × +⋯  

  :ختبارات قابلية القسمة لبعض الأعداد الصحيحةنعطي ا الآن
1ليكن            1 0 10( )n nN a a a a−=   عدد عشرياً ⋯

(1) 2 N ⇔ 02 a ⇔ { }0 0,2, 4, 6, 8a ∈.  
(2) 3 N ⇔ 1 03 na a a+ + +⋯.  

(3) 4 N ⇔ 1 0 104 ( )a a ⇔ 1 04 2a a+.  
(4) 5 N ⇔ 05 a ⇔ { }0 0, 5a ∈.  

(5) 6 N ⇔ 2 N3و N.  
(6) 7 N ⇔ 1 1 10 07 ( ) 2n na a a a− −⋯.  

(7) 8 N ⇔ 2 1 0 104 ( )a a a ⇔ 2 1 08 4 2a a a+ +  
(8) 9 N ⇔ 1 09 na a a+ + +⋯.  

(9) 10 N ⇔ 010 a ⇔ 0 0a =.  
(10) 11 N ⇔ 0 2 1 311 ( ) ( )a a a a+ + − + +⋯ ⋯.  

  
  أمثلة 

( x,إذا كان  1( yفإن مختلفين صحيحين عددينn nx y x y− الصحيحة الموجبة وذلك لان  nلجميع قيم −
1 2 2 1( )( )n n n n n nx y x y x x y xy y− − − −− = − + + + +⋯.  

  
( 23أثبت أن 2( 1n 0nحيث  8يقبل القسمة على  −   .عدد صحيح ≤

( )2S  من مثالباستخدام العلاقة( )1:  



1 2 3 2 1( )( )n n n n n nx y x y x x y x y y− − − −− = − + + + +⋯  
  نجد أن 

2 1 23 1 9 1 (9 1)(9 9 1)n n n n− −− = − = − + + +⋯  
23ن أي أ 1 8n k− kو  = ∈ Z.  

  
( 10242إذا كان  3( || 3 1n   .nأوجد  − 

( )3S  101024لاحظ أولا أن بالتحليل ثم ، =2
2 2 2 2 2 2 2 210 9 9 9 8 7

3 1 (3 1)(3 1) (3 1)(3 1)(3 1) · · · (3 1)(3 - 1)            − = + − = + + + + .  
  من نظرية ذات الحدين لدينا  ، عدد زوجي mليكن 

0
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23إذا  1k 22أي أن 4لا يقبل القسمة على  + || 3 1k 12nوبالتالي  +  =.  
  

التي تحقق أن  nالأعداد الصحيحة أوجد جميع (4)
5 26

2 3

n

n

+
∈

+
Z  

( 4)S        

                       { }

2 3 | 5 26 2 3 | 2(5 26) 5(2 3) 37

2 3 | 37 2 3 1, 37

n n n n n

n n

+ + ⇒ + + − + =

⇒ + ⇒ + ∈ ± ±  

}وعليه  }20, 2, 1,17n ∈ − − −.  
  

  رينتما

( )A  إذا كان,x y  17عددين صحيحين فاثبت أن 2 3 17 9 5x y x y+ ⇔ +.  
( )B  3اثبت أن 3 3( 1) ( 2)n n n+ + +    .9يقبل القسمة على  +

( )C  ليكنn5لماذا ، عدد صحيح موجبn n−  دائما؟ 5يقبل القسمة على  
( )D  أوجد جميع الأزواج الصحيحة الموجبة( , )m n  2التي تحقق المعادلة ! 780m n− =.  
( )E )نقول أن : )الأعداد الزوجية والفرديةm  عدد فردي إذا وجدk ∈ Z  2بحيث 1m k= واموعة . +

2 1 { 1, 3, 5, }+ = ± ± ± ⋯Z ول أن نق.  تسمى مجموعة الأعداد الفرديةm  عدد زوجي إذا وجد
k ∈ Z  2بحيثm k=  2و {0, 2, 4, }= ± ± ⋯Z من السهل . تسمى مجموعة الأعداد الزوجية

  التحقق من أن مجموع عددين زوجيين هو عدد زوجي وذلك لأن 
2 2 2( )m n m n+ = + 

حاصل ضرب ، مجموع عدد فردي مع عدد زوجي هو عدد فردي، كذلك مجموع عددين فرديين هو عدد زوجي
وحاصل ضرب عددين ، حاصل ضرب عدد فردي في عدد زوجي هو عدد زوجي، عددين زوجيين هو عدد زوجي



a,إذا كان أثبت انه  .فرديين هو عدد فردي b ∈ Z 2 فان 24 |a b−  إذا وإذا فقط كان,a b   كلاهما زوجيان
 .أو فرديان

( )F  هل توجد كثيرة حدود( )p xا أعداد صحيحة بحيث(1)معاملا 2p (3)و  = 5p   ؟ =

( )G  أثبت أنه لكلn ∈ Z ،11n > 2فإن العدد    19 89n n−   .ليس مربعاً  +
( )H  إذا كانn  2مكعب كامل فأثبت أن 3 3n n+   .عب كاملليس مك +

( )I ليكن, ,a b c ∈ Z ، 3أثبت أن 3 36 6a b c a b c+ + ⇔ + + .  

( )J  أثبت أن العدد�
2011 2010

11 155 56⋯   عدد مربع �������⋯

  
  القاسم المشترك الأكبر 

Greatest Common Divisor 
  

a,ليكن  b نقول أن.  عددين صحيحين ليس كلاهما صفرd   قاسم مشترك للعددين,a b  إذا كان
| , |d a d b.   نقول أنd  هو القاسم المشترك الأكبر للعددين,a b  إذا كانd   هو أكبر قاسم مشترك لهما

)ونرمز لذلك بكتابة  , )d a b=  أوgcd( , )d a b=  . من هذا التعريف وباستخدام العلاقتين
( , ) ( , )a b b a= و( , ) ( , )a b a b=   ينتج مباشرة أن  −

                              ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )a b b a a b a b a b= = − = − − =  
)و  ,0)a a=  لكل عدد صحيح غير صفريa  

 Relatively)عددين أوليين نسبياً  1يسمى العددان اللذان قاسمهما المشترك الأكبر يساوي 

primes) . 1فإذا كانت ، أعداد أو أكثر ةكن تمديد تعريف القاسم المشترك الأكبر ليشمل ثلاثيم 2, , , na a a… 
1لها ورمزه القاسم المشترك الأكبر أعداد صحيحة ليست جميعها أصفار فإن  2( , , , )na a a…  هو أكبر القواسم

  .المشتركة للأعداد
1إذا كان  2( , , , ) 1na a a 1 الأعداد فإننا نقول أن …= 2, , , na a a… وإذا كانت .  أولية تبادليا
( , ) 1i ja a 1لكل  = i j n≤ < 1فإننا نقول أن  ≥ 2, , , na a a… من الواضح .أولية نسبيا مثنى مثنى

من النتائج الهامة  التالية تطابقةالم .دائماد أوليه تبادليا ولكن العكس غير صحيح أن الأعداد الأولية مثنى مثنى هي أعدا
أن القاسم المشترك الأكبر لعددين ليس كلاهما صفرا يمكن كتابته كتركيب خطي  تبين التي لها استخدامات عدة وهي

  .منهما
  

  Bézout متطابقة بيزوه
a,إذا كان   b يحين ليس كلاهما صفراً وكانعددين صح( , )d a b=  فإنه يوجد عددين صحيحين

,x y بحيث  
ax by d+ =  

  1نتيجة 



1إذا كان    2, , , na a a⋯  1أعداد ليس جميعها أصفار فانه يوجد أعداد صحيحة 2, , , nx x x⋯ بحيث  
 1 1 2 2 1 2gcd( , , , )n n na x a x a x a a a+ + + =⋯ ⋯.  

     2نتيجة 

a,العددين    b  أوليان نسبياً إذا وإذا فقط إذا وجد عددين صحيحين,x y  1بحيثax by+ =.  
   3نتيجة 

, لــــيكن   ,a b c Z∈. توجــــد حلــــول صــــحيحة للمعادلــــةax by c+ dإذا وفقــــط إذا كــــان  = c  ،
)gcdحيــث  , )d a b= . وعــلاوة علــى ذلــك إذا كــانd c   0وكــان 0,x y  فــان جميــع الحلــول ، حــلا للمعادلــة

0تعطى بالصورة  0,
b a

x x k y y k
d d

= + = kحيث  − Z∈ .  

    

  أ.م.يجاد قلإإقليدس  ةخوارزمي

من ضمنها إيجاد القاسم المشترك الأكبر حيث يتم  الأعدادلخوارزمية القسمة استخدامات عدة في نظرية  
  . ام الخوارزمية بشكل متكرر وتعرف هذه الطريقة الحسابية بخوارزمية إقليدساستخد
0aليكن  b> )لإيجاد ، عددين صحيحين < , )a b نتبع الخوارزمية التالية  
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n n n

a q b r r b

b q r r r r

r q r r r r

r q r r r r

r q r r r r

r q r

− − −

− +
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1حيث  0nr +   .هو آخر باقي غير صفري nrأي أن ،  =
1لاحظ أن  2 3 1n nb r r r r r +> > > > >  لذلك يجب أن ننتهي إلى باقي يساوي صفر ورمزنا له …<

1nr بـ )في هذه الحالة فإن .  + , ) na b r=  وذلك لأن  

1 1 2 2 3( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , 0)n na b b r r r r r r r= = = = = =…  
x,قليدس لإيجاد استخدم خوارزمية إ y  للعددينفي متطابقة بيزوه ( , )a b :من خوارزمية إقليدس لدينا  

    
1 1 2 2 1 3 1 3 2 2 1, , , , n n n nr a q b r b q r r r q r r r q r− −= − = − = − = −⋯  

  
1لاحظ أن  1r a q b= a,تركيب خطي من  − b  1وبالتالي عند التعويض عنr  2في 2r b q r= نحصل  −

2على  2 2r ax by= a,وهو تركيب خطي من  + b  . ذه الصيغة عن 2بالمثل نعوضr   في



3 1 3 2r r q r= 3لنحصل على تركيب خطي  − 3 3r ax by= وهكذا نستمر حتى ننتهي إلى  +
nd r ax by= = +.  

  
  خصائص القاسم المشترك الأكبر

,لتكن  ,a b c  أعداد صحيحة عندئذ  
( ) فإنعدد صحيح nإذا كان 1( , ) ( , )a b a b na= )وكحالة خاصة  + , ) ( , )a b a b a= ±.  
( aإذا كان  2( qb r= )فإن  + , ) ( , )a b b r= ، حيث,q r أعداد صحيحة.  

( )إذا كان  3( , )a b d= فإن( , ) 1
a b

d d
= .  

( a|إذا كان  4( c  و|b c  وكان( , ) 1a b ab|فإن  = c. 

( c|إذا كان  5( a  و|c b  فإن| ( , )c a b.  
)إذا كان (6) , ) 1 ( , )a c b c= )فإن  = , ) 1ab c =  
( a|إذا كان  7( bc  و( , ) 1a b a|فإن  = c.  
( ) فإنعدد صحيح موجب  nإذا كان  8( , ) ( , )na nb n a b=.  
( c||إذا كان  9( aβ و||c bα حيث,α β  صحيحة موجبة فإنmin( , ) || ( , )c a bα β.  

  البرهان
  نكتفي ببرهنة بعض الفقرات

( )1P  افرض أن( , )a b na c+ )و   = , )a b d= . إذاd  يقسم أي تركيب خطي من,a b  .  أي أن
|d b na+  وبالتالي| ,d a b na+  . إذاd c≤  . بالمثل نثبتd c≥  وبالتاليd c=.  

  
( )2P  افرض

1
( , )d a b=  ،

2
( , )d b r=  . بما أن

1
|d r a qb= فإن  −

1 2
d d≤  . بالمثل لاحظ أن

2
|d a qb r= إذا  +

2 1
d d≤  وينتج لنا

1 2
d d= ، أي أن( , ) ( , )a b b r=.  

  

  مشترك الأصغرالمضاعف ال

Least common multiple  
 

a,المضاعف المشترك الأصغر للعددين    b  هو أصغر مضاعف موجب لكل من,a b  ويرمز له بالرمز
[ , ]a b  أو( , )lcm a b  .أعداد أو أكثر فإذا كانت  ةشترك الأصغر ليشمل ثلاثيمكن تمديد تعريف المضاعف الم

1 2, , , na a a…  1أعداد صحيحة فإن مضاعفها المشترك الأصغر 2[ , , , ]na a a…  هو أصغر المضاعفات المشتركة
  .الموجبة لهذه الأعداد

  
  خصائص المضاعف المشترك الأصغر

a,لمضاعف المشترك الأصغر لعددينا mليكن  b عندئذ:  



( )1 ,m ax m by= )حيث  = , ) 1x y =.  
( a, من مضاعف لكلا m'إذا كان  2( b  فإن| 'm m. 

( ]ن فإعدد صحيح موجب  nإذا كان  3( , ] [ , ]na nb n a b= 

( |إذا كان  4( , |b c a c  فإن[ , ] |a b c. 

( ,لأي عددين صحيحين  5( 0a b ]فإن  < , ]( , )a b a b ab=  وكحالة خاصة[ , ]a b ab=  عندما
( , ) 1a b =.  

)الصيغة الواردة في :ملاحظة أي أن ، غير صحيحة دائما لأكثر من عددين5(
[ ]1 2 1 2( , , , ) , , ,n na a a a a a⋯ 1لا يساوي دائما  ⋯ 2 na a a⋯ 3لكلn iaو ≤ +∈ Z ولكن

1إذا كانت : تكون صحيحة في الحالة الخاصة التالية 2, , , na a a⋯موجبة وأولية نسبيا مثنى مثنى فان  

[ ]1 2 1 2, , , n na a a a a a=⋯ ⋯  

  

  أمثلة

  .ثم عبر عنه كتركيب خطي منهما 154و 2520أوجد القاسم المشترك الأكبر للعددين (1)
( 1)S (2520,154)أولا إيجاد:  

                                                          

2520 16 154 56

154 2 56 42

56 1 42 14

42 3 14

= × +

= × +

= × +

= ×

  

(2520,154)أي أن  14= .  
x,نوجد عددين صحيحين  اثاني y  2520بحيث 154 (2520,154x y+ =     

14 56 1 42

56 1(154 2 56) 3 56 1 154

3(2520 16 154) 1 154 3 2520 49 154

= − ×

= − − × = × − ×

= − × − × = × − ×

  

2520أي أن  3 154 ( 49) 14× + × −   ز=
  

12اثبت أن الكسر (2) 1

30 2

n

n

+

+
  غير قابل للتحليل 

( 2)S  المطلوب إثبات أنgcd(12 1,30 2) 1n n+ + =:  
       gcd(12 1,30 2) gcd(12 1,6 ) gcd(1,6 ) 1n n n n n+ + = + = =  

  حل آخر 
12)بما أن  12)5 (30 2)( 2) 1n n+ + + − ،    2من نتيجة  إذن ،  =

gcd(12 1,30 2) 1n n+ + =.  



  
( 3أثبت أن ، عدد صحيح nيكن ل 3( 2 2gcd( 10 1, 3 1) | 11n n n n n+ − − − + .  

( 3)S ضع  
 3 2 2gcd( 10 1, 3 1)d n n n n n= + − − − +  

              

3 2 2 2

2 2

2 2 2

2

2

gcd( 10 1 ( 3 1), 3 1)

gcd(4 11 1, 3 1)

gcd(4 11 1 4( 3 1), 3 1)

gcd( 5, 3 1)

gcd( 5, 3 1 ( 5))

gcd( 5,2 1)

gcd( 5,2 1 2( 5))

gcd( 5,11) 11

d n n n n n n n n

n n n n

n n n n n n

n n n

n n n n n

n n

n n n

n

= + − − − − + − +

= − − − +

= − − − − + − + =

= − − +

= − − + − −

= − +

= − + − −

= −

  

  

( a,إذا كان  4( b  أعداد صحيحة بحيث[ , ] ( , )a b a b a b+ = a|اثبت أن  + b  أو|b a.  
( 4)S بفرض أن( , )d a b= ليه يمكن كتابه وعa md=  وb nd=  ويكون( , ) 1m n و وحيث  =

]أن  , ]
( , )

ab
a b mnd

a b
=   نحصل على ، الآن بالتعويض في المعادلة الأصلية .  =

mnd d md nd+ = 1أو  + 0mn m n− − + )أو = 1)( 1) 0m n− − وعليه  =
1m 1nأو  = a,ويكون لدينا حالتان إما  = d b nd na= = aوعندها  = b  أو

,b d a md mb= = bوعندها  = a .  
]:  نالدي، حل آخر , ] ( , )a b a b a b+ = ]وأيضا  + , ]( , )a b a b ab= فإنوعليه 

2المعادلة ( ) 0x a b ab− + + a,يكون جذراها  = b  وأيضا في نفس الوقت جذراها[ , ], ( , )a b a b ومن

}ثم  } { }[ , ], ( , ) ,a b a b a b=.  

  
120أوجد (5) 70gcd(2 1,2 1)− −.  

( 5)S         



         

120 50 70 50

70 20 50 20

50 30 10 20 10

20 10 20

2 1 2 (2 1) 2 1

2 1 2 (2 1) 2 1

2 1 (2 2 )(2 1) 2 1

2 1 (2 1)(2 1)

− = − + −

− = − + −

− = + − + −

− = + −

  

120وعليه  70 10gcd(2 1,2 1) 2 1− − = −  
  

  تمارين

( )Aليكن,m n ∈ Z . أوجدgcd(2 ,2 1)n m + ،gcd(6,2 1)m +  ،
gcd(2 2,2 6)n n+ +، gcd(2 1,2 1)n n− +   

( )B 21أثبت أن الكسر 4

14 3

n

n

+
+

nفي أبسط صورة لكل   +∈ Z ( 1959)IMO.  

( )C إذا كانgcd( , ) 1a b 2فاثبت أن  = 2gcd( , ) 3a b a ab b+ − +.  
( )D  أثبت أنgcd(5 3 ,13 8 ) gcd( , )a b a b a b+ + =.  
( )E 2إذا كان 3 13, 3 5 1, 6 8 1A n m B n m C n n= + + = + + = + فاثبت  −

)gcdأن , , ) 77A B C.  
( )F  احسبgcd( ! 1,( 1)! 1)n n+ +   .عدد صحيح موجب nحيث  +

( )G  ليكنn  1أثبت انه يوجد ضمن الكسور،  2عدد صحيح أكبر من 2 1
, , ,

n

n n n

−
زوجي من عدد  ⋯

  الكسور غير القابلة للتحليل
( )H حاصل ضرب أربعة أعداد صحيحة موجبة متتالية لا يمكن أي يكون قوي لعدد صحيح موجبأثبت أن.  
( )I  أوجد القاسم المشترك الأكبر للأعداد

2 2 2 2 2 22 1 3 2 1
2 2 1, 2 2 1, ..., 2 2 1, ...

n n+
+ + + + + +  

( )J  إذا كان, ,n a b +∈ Z1وn )gcdفاثبت أن  < , )gcd( 1, 1) 1a b a bn n n− − = −  
( )Kإذا نقلت الخانات الأربع اليمنى إلى اليسار ونقلت الخانات الثلاث اليسرى ، مكون من سبع خانات، رقم هاتفي

  .أوجد رقم الهاتف. 1قم الناتج أكبر من ضعف الرقم الأصلي بـ إلى اليمين فإن الر 
  

  الأعداد الأولية

Prime Numbers 
  

1nإذا كان  (Prime)أولي عدد nنقول أن العدد الصحيح  و كانت مجموعة قواسمه الموجبة تحوي  <
1nإذا كان   (Composite)مؤلف عددnونقول أن .n,1ن فقط هما عنصري عدد  nأي أن.و غير أولي <

a,مؤلف إذا وجد عددان صحيحان  b  بحيث  



                               , 1 ,n ab a b n= < <  
1nأي عدد صحيح :  ملاحظات يكون غير أولي وأي عدد أولي  2أي عدد زوجي أكبر من .مؤلف أو إما أولي<
6يكون على الصورة  3يكون فردي وأي عدد أولي اكبر من  2أكبر من  1k kلبعض  ± +∈ Z. لكل عدد

  من الأعداد الصحيحة المؤلفة المتتالية فالأعداد  nيوجد  nصحيح موجب 
( 1)! 2,( 1)! 3, ,( 1)! ( 1)n n n n+ + + + + + قد توجد صيغ تعتمد على . ها مؤلفةجميع⋯+

n ًأولية لبعض قيم  تولد أعداداn  2فمثلا 41n n− ,0,1,2تعطي عدد أولي لكل  + , 40n = ⋯ 
41nبينما تفشل على سبيل المثال عند  2ذلكوك = 79 1601n n− تعطي عدد أولي لكل  +

0,1,2, ,79n = 80nبينما تفشل عندما  ⋯   .ولكن لا توجد صيغ  معروفة تعطى أعداد أولية دائما =
  

  : هي 100الأعداد الأولية التي اقل أو تساوي 
2,  3,  5,  7,  11,  13,  17,  19,  23,  29,  31,  37, 41,

43,  47,53,  59,  61,  67,  71,  73,  79, 83,  89,  97
  

)وهي تمثل الحدود الأولى من  متتابعة الأعداد الأولية   )
n

p .  
  خصائص الأعداد الأولية 

( 1nأي عدد صحيح1(   .أو يكون حاصل ضرب عدد منته من الأعداد الأولية، إما يكون أوليا <
( 1nكل عدد صحيح   2(   .له قاسم أولي <
( pبحيث  pعدد مؤلفا فإن له قاسم أولي  nإذا كان  3( n≤  
( a,ن إذا كا 4( b  عددين صحيحين وp عدد أولي بحيث|p ab  فإن|p a  أو|p b.  
( 1nإذا كــان  5( يجــب أن يكــون عــددا   nفــان nه أي قاســم أولي اقــل مــن أو يســاوي عــددا لا يوجــد لــ <
  .أوليا

  
ومــن  25هــو  100إلى  1نلاحــظ أن توزيــع الأعــداد الأوليــة غــير منــتظم فمــثلا عــدد الأعــداد الأوليــة مــن  

علــى الــرغم مــن أن . 9هــو  10000إلى  9900ومــن  16هــو 300إلى  201ومــن  21هــو  200إلى  101
توجــد بـراهين عديــدة لإثبـات هــذه النتيجـة وكــان . عـدد الأعـداد الأوليــة يتنـاقص إلا أن عــدد الأعـداد الأوليــة غـير منتهـي

" العناصــر" مــن كتابــة المســمى أول برهــان هــو البرهــان الــذي قدمــه العــالم الإغريقــي إقليــدس قبــل المــيلاد في الجــزء التاســع 
Elements.  
   نظرية إقليدس
  يوجد عدد غير منتهي من الأعداد الأولية                

  البرهان
1أفرض أن هناك عدد منتهي .  سنستخدم البرهان بالتناقض  2, , , mp p p…  خذ .  من الأعداد الأولية

1العدد  2 1mp p p p= 1حيث  ipلا يقبل القسمة على أي من  pدد الع.  …+ i m≤ ولكن  . ≥
1ليس من ضمن  pإذا هناك قاسم أولي للعدد . كل عدد طبيعي له قاسم أولي 2, , , mp p p… وهذا تناقض .  



  
  لنظرية الأساسية في الحسابا

The Fundamental Theorem of Arithmetic 

  
  النظرية الأساسية في الحساب

1nكل عدد صحيح    يمكن كتابته بشكل وحيد كحاصل ضرب لقوى أعداد أولية  <
1 2, , , kp p p… ، أي  

1 2
1 2

k
kn p p p

α α α= …  
,gcdإيجاد  lcm باستخدام التحليل .  

a,إذا حللنا العددين الصحيحين  b  1لعواملهما الأولية 2
1 2 ...a a ak

ka p p p=  ،1 2
1 2 ...b b bk

kb p p p=  فإن
( , )1 1

1
min a b

p  أكبر قوة ممكنة للأولي
1

p 1م كلا من تقس 1
1 1,a b

p p . كذلك الحال مع بقية العوامل الأولية ولذلك  
  

( , ) ( , ) ( , )1 1 2 2
1 2( , ) ... (*)min a b min a b min a bk k

ka b p p p=  

1من جهة أخرى  1
( , )

1

max a b
p  هي أصغر قوة ممكنة للأولي

1
p   1ليكون مضاعف للعددين 1

1 1
,

a b
p p  ك ولذل  

   
( , ) ( , ) ( , )1 1 2 2

1 2[ , ] ... (**)max a b max a b max a bk k
ka b p p p=  

  
1إذا كان  2

1 2
k

kn p p p
α α α= فيجب أن  nقاسم موجب للعدد  mلعوامله الأولية وكان  nتحليل العدد  …

1تكون عوامله الأولية من بين العوامل   2, , , kp p p… . السؤال هو ما هي القوة الممكنة لعامل أولي مثل
i

p؟ .
,0,1,2ن قوته يمكن أن تكو  , iα…  1أي أن هناكiα ة الموجب nاختيار وبالتالي إذا رمزنا كانت لعدد قواسم  +

)بالرمز  )nτ  فإن  

1 2( ) ( 1)( 1) ( 1)knτ α α α= + + +⋯  
  

  :أمثلة

( ,11127:اختبر ما إذا كانت الأعداد التالية أولية أم لا1( 577, 2 1, 9901−.  
( )1S وكذلك العدد 11بل القسمة على أي من الأعداد الأولية التي اقل من أو يساوي أولي لأنه لا يق 127العدد

بينما العدد ، 23لأنه لا يقبل القسمة على أي من الأعداد الأولية التي اقل من أو يساوي  577أولي
112 1 2047− عدد أولي لأنه لا يقبل القسمة على  9901والعدد 23عدد مؤلف لأنه يقبل القسمة على  =

  .97أي من الأعداد الأولية التي اقل من أو يساوي
  

( 18ة للمقدارأوجد جميع العوامل الأولي2( 183 2−   
( )2S 



18 18 9 2 9 2 9 9 9 9

3 3 6 3 6 3 3 6 3 6

2 2 6 3 6 2 2 6 3 6

3 2 (3 ) (2 ) (3 2 )(3 2 )

(3 2 )(3 6 2 )(3 2 )(3 6 2 )

(3 2)(3 6 2 )(3 6 2 )(3 2)(3 6 2 )(3 6 2 )

5 7 19 577 1009

− = − = − +

= − + + + − +

= − + + + + + − + − +

= × × × ×

  .��د أو�
 1009و�
�� ا����� �� أن  (1)أو�
 �� ا�
	�ل  577ا���د
  

( 24بحيث كل من  pد جميع الأعداد الأولية أوج 3( 1p 26و  + 1p   .عدد أولي+
( )3S إذا كان آحاد العددp   2فـإن آحـاد  9أو  1إماp  24وعليـه آحـاد  1أيضـا 1p أي أن ، 5يسـاوي +

24 1p   .غير أولي في هذه الحالة +
26وعليــــــه آحـــــاد   9هـــــو2pفـــــإن آحــــــاد  7أو  3إمــــــا   pإذا كـــــان آحــــــاد العـــــدد 1p أي أن ، 5يســــــاوي  +

26 1p 2pالآن يتبقى إما .  الحالة غير أولي في هذه + 5pأو = =:  
2pإذا كان  24فإن  = 1 17p + 26أولي بينما  = 1 25p + 5pإذا كان . غير أولي= فإن  =

24 1 101p + 26أولي  = 1 151p + 5pإذاً يوجد عدد أولي وحيد هو . أولي أيضا = عنده كل  =
24من  1p 26و+ 1p   .عدد أولي +

  
8n أثبت أن أي عدد صحيح زوجي(4)   .يمكن كتابته على صورة جمع ثلاثة أعداد أولية نسبيا مثنى مثنى <

( 4)S  6أي عدد صحيح زوجي يكون على الصورةn k=  6أو 2n k= 6أو  + 4n k=  حيث +
k ∈ Z.  

6nإذا كان  k= ،( 2)k 2فان ≤ 3 (6 5)n k= + + −.  
6إذا كان  2n k= + ،( 2)k 3فان ≤ 4 (6 5)n k= + + −.  
6إذا كان  4n k= + ،( 1)k 2فان ≤ 3 (6 1)n k= + + −.  

  
( 4أثبت أنه يوجد عدد غير منتهي من الأعداد الأولية التي على الصورة  6( 3k +.  

( )6S4الحل يعتمد على فكرة أن حاصل ضرب عددين على الصورة 1k   .يكون على نفس الصورة +
1لنفرض أن هناك عدد منتهي  2, , , tp p p…  4من الأعداد الأولية التي على الصورة 3k   خذ العدد.  +

1 2 1 24 1 4( 1) 3t tN p p p p p p= − = − +… …  
1حيث  ipلا يقبل القسمة على أي من  Nالعدد  i t≤ له  1ولكن كل عدد صحيح موجب أكبر من . ≥

4فردي لذلك كل عوامله الأولية فردية وحيث أنه على الشكل  Nأيضا العدد .قاسم أولي 3m فيجب أن  +
4ه الأولية على الصورة يكون أحد عوامل 3m ليس من ضمن  Nإذا هناك قاسم أولي للعدد . +
1 2, , , tp p p… ائي من الأعداد الأولية على الصورة .وهذا تناقض 4إذا هناك عدد لا 3k +.  

  
  عدد غير نسبي log2برهن على أن (7)



( 7)S أي أن ، بفرض العكسlog2  عددا نسبيا وليكنlog2
m

n
)بحيث  = . ) 1m n = .  

    log2 10 2 10 2 2 5 2

m

m n m m nn
m

n
= ⇒ = ⇒ = ⇒ × =  

  .إذن عكس الفرض هو الصحيح، )الوحدانية(النظرية الأساسية في الحساب وهذا يناقض 
  

2 نإذا كان أحد العددي(8) 1n 2أو  − 1n 3nحيث ، أولي فان الآخر يكون غير أولي + ≥  
( 8)S  

  الحل
2فان  1يساوي  3على 2nإذا كان باقي قسمة .  3لا يقبل القسمة على 2nالعدد 1n  3يقبل القسمة على −

2فان  2يساوي  3على 2nوإذا كان باقي قسمة  1n 2 نوعليه أحد العددي3يقبل القسمة على + 1n  أو −
2 1n   .عددين أوليينفانه لا يمكن أن يكون ال 3فإذا كان كل من العددين أكبر من ، 3يقبل القسمة على +

  
  تمارين

( )A 2إذا كان 1n   .عدد أولي nعدد أولي فان  −
( )Bإذا كان p له أربعة عوامل أولية فأوجد مجموعهم  27000001العدد.  
( )C 2009هل 44   عدد أولي؟ +2009
( )D 2أوجد جميع الحلول الصحيحة الموجبة للمعادلة 22 3 175m n− = .  
( )Eإذا كان p 2فإن العدد  3عدد أولي أكبر من 2p 224مؤلف و   + 1p −.  
( )F  أوجد جميع الأعداد الأولية,p q  2التي تجعل 2p pq q+   مربع كامل +
( )G 2إذا كــــان للمعادلــــة 22 5 1 0x px p p− + − − . د أوليعــــد pحيــــث ، جــــذرين صــــحيحين   =

  .pأوجد القيم الممكنة للعدد 
( )H إلى عوامله الأولية 1001001001حلل العدد.  
( )I أوجد جميع الأعداد الأولية p 2بحيث العدد 11p   .نفسه والعدد 1 قواسم مختلفة من بينها العدد6له   +

( )J  إذا كان,p q  أوليان وكان
2 2p q

r
p q

+
=

+
  .أولي rعدد صحيح فأثبت أن  

  
  

  nالتطابقات قياس 

n Congruencies modulo   
  



ونرمز لذلك بالرمز   nقياس bيطابق العدد  aنقول أن العدد. عدد صحيح موجب nليكن 
na b≡  أو(mod )a b n≡  إذا كان| ( )n a b−  و إذا كان( )n a b−� فإننا نقول أنa  لا
mod)ونرمز لذلك بالرمز  nقياس   bيطابق )a b n≡/ . وبكتابة مكافئه فان  

(mod ) :a b n k a b kn≡ ⇔ ∃ ∈ = +Z  
حســب خوارزميــة القســـمة  وذلـــك لان nقيــاس العــدد  nيطـــابق بــاقي قســمته علـــى  aلاحــظ أن أي عــدد صــحيح 
, 0a qn r r n= + ≤ mod)وعليه فان  > )a r n≡ .  

  للتطابقات ساسيةخواص أ

,لتكن  , ,a b c d ∈ Z وn +∈ Z أعداد صحيحة  
( )1 (mod )a a n≡ )خاصية الانعكاس(  

( )2 (mod ) (mod )b a n a b n≡ ⇐   )خاصية التناظر( ≡

( )3 (mod )a b n≡  و(mod )b c n≡ (mod )a c n≡  )خاصية التعدي( ⇐

( mod)إذا كان  4( )a b n≡  وكانm nفان(mod )a b m≡.  

( mod)إذا كان  5( )a b n≡  و(mod )c d n≡ فإن  
(mod )a c b d n± ≡  )التطابقات) طرح(قانون جمع(   ±

(mod )ac bd n≡  )قانون ضرب التطابقات( 

( mod)بشكل أعم إذا كان 6( )i ia b n≡  1,2لكل, ,i k=   فإن …

1 2 1 2

1 2 1 2

(mod ),

(mod ).

k k

k k

a a a b b b n

a a a b b b n

+ + + ≡ + + +

≡

⋯ ⋯

⋯ ⋯
  

mod)إذا كان ، وكحالة خاصة  )a b n≡ فإن(mod )k ka b n≡ لكلk +∈ Z 

( )7 (mod ) (mod )
n

ac bc n a b
d

≡ ⇔ )حيث ، ≡ , )d n c=   

( mod)إذا كان  8( )ia b n≡  1,2حيث, ,i m= 1فإن … 2(mod [ , , , ])ma b n n n≡ ⋯ 
1إذا كانت ، وكحالة خاصة 2, , , mn n n⋯ 1أعداد أولية نسبيا مثنى مثنى فإن 2(mod )ma b n n n≡ ⋯.  

( )عدد صحيح موجب فإن  mإذا كان  9( ) (mod )m man b b n+ ≡.  
  

  مجموع المربعين

لا يمكن   3فالعدد ، موع مربعين لعددين صحيحين ؟متى يكتب العدد الصحيح  الموجب على صورة مج  
n(mod4)3بحيث nكتابته على صورة مجموع مربعين وبصفة عامة أي عدد صحيح موجب  لا يمكن   ≡

2يمكن كتابته على صورة مجموع مربعين على الصورة  5العدد . كتابته على صورة مجموع مربعين 25 1 2= + .  
  نعرض بعض الخواص المتعلقة بكتابة العدد كمجموع مربعين

  كذلك  mnمجموع مربعين فإن  nو mإذا كان كل من (1)



2pيمكن كتابته كمجموع مربعين بطريقة وحيدة إذا وفقط إذا كان  pالعدد الأولي (2) أو  =
1(mod4)p ≡  

بحيث  nللعدد  pيكون مجموع لمربعين إذا وفقط إذا كان أي قاسم أولي  nالعدد الصحيح الموجب (3)
3(mod4)p   .إلى عوامله الأولية nيظهر بقوة زوجية في تحليل العدد  ≡

  : (1)لخاصية سنبرهن ا
2بفرض  2m a b= 2و+ 2n c d=   عندئذ . +

                     2 2 2 2 2 2( )( ) ( ) ( )mn a b c d ac bd ad bc= + + = + + −  
  ملاحظات

1إذا كان كل من : كما يلي  (1)يمكن تعميم الخاصية  2,, , kn n n⋯  1مجموع مربعين فإن 2 kn n n⋯   كذلك
1kلكل  n(mod4)1عندما يكون،  nتزودنا باختبار لأولية العدد  (2)الخاصية .  ≤ فمثلا العدد ، ≡
221n ولكن . يمكن كتابته بطريقة وحيدة كمجموع مربعين  nوعليه إذا كان أوليا فإنه  4قياس  1يطابق  =

2 2 2 210 11 5 14n = + =   عدد مؤلف nوبالتالي فإن  +
  

  :أمثلة
( 68213أثبت أن  1( 1mod7≡  

( )1S  (9)خاصية باستخدام  :( ) modm man b b n+ ≡   
682 682 68213 (2 7 1) ( 1) 1 mod7= × − ≡ − ≡  

( 1اثبت أن  2( 2 16 6 6 1n n n− −+ + + + لأي عدد صحيح  5تقبل القسمة على  ⋯−
  .nموجب
( )2S 6بما أن 1 (mod5)≡  6فإن 1 1 (mod5)m m≡   إذا، صحيح موجبmحيث  =

              
1 2 16 6 6 1 (1 1 1 1)

0 (mod5)

n n n n

n n

− −+ + + + − ≡ + + + + −

≡ − ≡

⋯ ⋯
.  

  
( 4أثبت أن  3( 2 2 13 5n n+ 0nحيث  14يقبل القسمة على  ++ ≥ .  

( )3Sلاحظ أن. نصل للجواب سريعا لكن باستخدام التطابق، لهذه المسألة عدة طرق منها الاستقراء الرياضي  
4 2 2 13 5 9(81) 5(25)n n n n+ ++ = +  

81ولكن  3 (mod14), 25 3 (mod14)≡ − ≡   إذا −
(81) ( 3) (mod14), (25) ( 3) (mod14)n n n n≡ − ≡ −  

  وبالتالي 
4 2 2 13 5 9( 3) 5( 3) 14( 3) 0 (mod14)n n n n n+ ++ ≡ − + − ≡ − ≡  

  



( 2أثبت أن في المتتابعة  4( 3n

na = 0nحيث  −  5عدد لا ائي من الحدود قابلة للقسمة على ≤
 .13و  5ليس فيها أي حد يقبل القسمة على ولكن 13وكذلك عدد لا ائي من الحدود قابلة للقسمة على 

( )4S   32بما أن 3(mod5)≡  42وبما أن 1(mod5)≡  فإن  
4 3 4 32 3 (2 ) 2 3 1.3 3 0(mod5)k k+ − ≡ ⋅ − ≡ − ≡.  

2بما أن  3(mod5)r 3rمتحققة فقط عندما  ≡ 5نوعليه فا 0,1,2,3,4من بين الأعداد  = | na 
4فقط عندما  3n k= +.  

42بالمثل  3(mod13)≡  4و 3 3(2 ) 3 1mod13≡   ولذلك  ≡
12 4 12 42 3 (2 ) 2 3 1.3 3 0(mod13)m m+ − ≡ ⋅ − ≡ − ≡  

2وحيث  3(mod13)r 4rإذا وإذا فقط  ≡ 0لكل  = 13r≤ 13فإن  > | na  فقط عندما
12 4n m= 12بما أنه لا يوجد عدد صحيح له الصورة .  + 4n m= 4والصورة  + 3n k= + 

  .13و 5فإنه لا يوجد حد من المتتابعة يقبل القسمة على 
  

( x,ليكن  5( y ∈ Z  .2 23 3 ,3x y x y+ ⇔  
( )5S 3إذا كــان ,3x y2فــإن وضــوحا 23 x y+. 2نلاحــظ أن 0 1(mod3)x or≡  وعليــه إذا كــان

2 23 x y+  2فان 23 ,3x y  3وعليه ,3x y.  
  ملاحظة

2التمرين السابق لا يتحقق لأي عدد أولي فمثلا   25 1 5بينما  +2 � 5و1 � هل يتحقق . 2
7pالتمرين السابق للعدد الأولي     .؟ =

mod)أثبت أنه إذا كان (6) )a b n≡  2فإن(mod )n na b n≡.هل العكس صحيح؟  
( 6)S بما أن(mod )a b n≡  ،ذن إa b qn=   الآن من نظرية ذات الحدين.  qلعدد صحيح  +

                   1 2 2 2

2 1 2 2 2

( )

1 2

( )
2

n n n n

n n n n

n n n n

a b b qn b

n n n
b qn b q n q n

n

n n
n b q b q q n

n

− −

− − −

− = + −

     
= + + +     

    

   = + + +   
  

⋯

⋯

  

mod)2وعليه  )n na b n≡ .4 فمثلا، العكس غير صحيح 4 23 1 (mod4 بينما  ≡(
3 1(mod4)≡ .  

  حل آخر
1لدينا        2 2 1( )( )n n n n n na b a b a a b ab b− − − −− = − + + +   وحيث أن  ⋯+

        1 1 1(mod )n i i n i i na b a a a n− − − − −≡ ≡   
1إذن 2 2 1 1( ) 0(mod )n n n n na a b ab b na n− − − − −+ + + + ≡   أي أن ، ⋯≡



1 2 2 1( )n n n nn a a b ab b− − − −+ + + )و⋯+ )n a b−  2وعليه n nn a b− وبالتالي  
2(mod )n na b n≡.  
  

  كمجموع مربعين  2009أكتب العدد (7)
( 7)S 22009إلى عوامله الأولية نجد أن  2009بتحليل العدد 7 41= إذن يمكن كتابته على صورة ، ×

2مجموع مربعين 2 2 2 2 22009 7 41 7 (4 5 ) 28 35= × = + = +.  
  

نختم هذا الجزء بنظرية برهاا يعتمد على مواضيع سوف نتطرق إليها في الجزء الثاني من هذا العمل إنشاء االله وذلك 
4التي على الصورة  الأولية الأعدادن نتهي ممثبات أنه يوجد عدد غير إلاستخدامها في  1k + .  

  نظرية

2يوجد حل للتطابق  ذعندئ. عدداً أوليا pليكن    1(mod )x p≡ إذا وفقط إذا كان  −

1(mod4)p p(mod4)1وعلاوة على ذلك إذا كان . ≡ 1فإن  ≡
!

2

p
x

− =  
 

  .حلاً للتطابق 

  تمارين

( )A20107من العدد )  خانتي الآحاد والعشرات( أوجد آخر رقمين .  
( )B   5555أثبت أن 22222222   .7يقبل القسمة على   +5555
( )C 10من العددأوجد آخر رقمين 10229 37+.  
( )D 9992من العدد  أوجد آخر رقمين.  

( )E إذا كانp  عدداً أولياً وk  1عدد صحيح بحيث k p≤ بت أن فأث >
p

p
k

 
 
 

ثم استنتج أنه إذا كان ،  

,a b  عددين صحيحين فإن( ) (mod )p p pa b a b p+ ≡ +.  

( )F 2حل المعادلة التالية في الأعداد الصحيحة 2 20083x y+ =.  
( )G ين الأعداد الصحيحة الموجبة عm  بحيث يكون! 5m   .مكعب كامل +
( )H  4أثبت أنه يوجد عدد غير منتهي من الأعداد الأولية التي على الصورة 1k +.  
( )I 11أن أثبت 312 2(mod11 31)× ≡ ×.  
( )J  أوجد المربعات الكاملة في المتتابعة  

1!, 1! 2 !, 1! 2 ! 3!,1! 2 ! 3! 4 !, , 1! 2! 3 ! !, ,n+ + + + + + + + + +… ⋯ …  
( )K أوجد باقي قسمة

20

17 177 1777 177 7+ + + +⋯ ⋯
���

  . 7على 

  
  
  



  الحلول

  قابلية القسمة

( )A  إذا كان,x y  17عددين صحيحين فاثبت أن 2 3 17 9 5x y x y+ ⇔ +.  
  الحل

" "⇒   
                                 

17 2 3 17 13(2 3 ) (17 34 ) (9 5 )

17 9 5

x y x y x y x y

x y

+ ⇒ + = + + +

⇒ +
      

    " "⇐                              
17 9 5 17 4(9 5 ) (34 17 ) (2 3 )

17 2 3

x y x y x y x y

x y

+ ⇒ + = + + +

⇒ +
  

  
( )B  3اثبت أن 3 3( 1) ( 2)n n n+ + +    .9يقبل القسمة على  +

  الحل
3ضع  3 3( 1) ( 2)S n n n= + + + +.  

                                                       
3 3 3

3 3 2 3 2

3 2 3 2

3 2

2 2

( 1) ( 2)

( 3 3 1) ( 6 12 8)

3 9 15 9 3 15 9( 1)

3 3 18 9( 1)

3 ( 1) 9( 2 1)

S n n n

n n n n n n n

n n n n n n

n n n n

n n n n

= + + + +

= + + + + + + + +

= + + + = + + +

= − + + +

= − + + +

  

مضــروبا في ثلاثــة  3الحــد الأول  يتكــون مــن العــدد،  9واضــح أن كــل مــن حــدي المعادلــة الأخــيرة يقبــل القســمة علــى
  . 9أعداد صحيحة متتالية والثاني وضوحا يقبل القسمة على 

  
( )C  ليكنn5لماذا ، عدد صحيح موجبn n−  دائما؟ 5يقبل القسمة على  
  الحل
5Sضع  n n= −.  

              4 2 2 2( 1) ( 1)( 1) ( 1) ( 1)( 1)S n n n n n n n n n= − = − + = − + +  
5يكون على الصورة  nأي عدد صحيح موجب  , 0 4n k i i= + ≤ kحيث   ≥ ∈ Z.  



5أو  5kيســـــــــاوي  nإذا كـــــــــان  1k 5أو  + 4n k= 5فـــــــــان  + S . 5أمـــــــــا إذا كـــــــــان 2n k= او  +
5 3n k= 5فــان + S  25وذلــك لان 1n 30أكثــر مــن ذلــك يمكــن إثبــات أن . + S وإذا كــانn  عــدد
240فردي فان  S.  

  
( )D  أوجد جميع الأزواج الصحيحة الموجبة( , )m n  2التي تحقق المعادلة ! 780m n− =.  
  الحل

5nإذا كـــان هنـــاك حـــل فـــان  5nلأنـــه إذا كـــان  ≥ 3فـــان  < 780 !n+2780و !n m+ =9 � 
1,2,3,4,5nوبالتعويض بـ  5nنجد أن  = 30mو =   .هو الحل الوحيد =

  
( )E إذا كان,a b ∈ Z  2فأثبت أن 24 |a b−  إذا وإذا فقط كان,a b  كلاهما زوجيان أو فرديان.  
 الحل

2زوجي عندئذ  bفردي و  aافرض أن احدهما وليكن  2 ( )( )a b a b a b− = + عبارة عن حاصل  −
2 ضرب فرديين وبالتالي 24 a b−�  . الآن افرض أن كلاهما فرديان أو كلاهما زوجيان إذا,a b a b+ − 

2زوجيان وبالتالي  2 ( )( )a b a b a b− = +   .4يقبل القسمة على −
  

( )F  هل توجد كثيرة حدود( )p xا أعداد صحيحة بحيث(1)معاملا 2p (3)و  = 5p   ؟ =
  الحل

1بفـــــــــــــــــــــرض توجـــــــــــــــــــــد كثـــــــــــــــــــــيرة حـــــــــــــــــــــدود 
1 1 0( ) ...n n

n np x a x a x a x a−
−= + + + حيـــــــــــــــــــــث  +

, 0,1, ,ia i n∈ =ℤ (1)و ⋯ 2, (3) 5p p= =  .  
   

                             1 1 0(1) 2 ... 2n np a a a a−= ⇒ + + + + =  
                              

                    1
1 1 0(3) 5 3 3 ... 3 5n n

n np a a a a−
−= ⇒ + + + + =  

  نحصل على، بالطرح
1

1 10(3 1) (3 1) ... (3 1) 3n n

n na a a−
−− + − + + − تقســـم الطـــرف الأيســـر   2،تنـــاقض،  =

2: لان 3 1i ,1,2لكل − ,i n= . إذاً لا توجـد مثـل هـذه كثـيرة الحـدود).الطـرف الأيمـن(3لا قسـم 2ابينم ⋯
)لاحظ أن  ) ( )a b p a p b− a,لكل  − b ∈ Zوa b≠.  

  
( )G  11أثبت أنه لكلn > 2فان العدد    19 89n n−   ليس مربعا +
  الحل

2سوف نثبت أن العدد  19 89n n− 11nمربعين متتاليين لكل   نيقع بين عددي + >.  



                                                 
�

2 2 2 2

0

19 89 18 81 ( 8) ( 9) ( 8) ( 9)n n n n n n n n
>

− + = − + − − = − − − < −

  
2 2 2 2

0

19 89 20 100 11 ( 10) 11 ( 10)n n n n n n n n
>

− + = − + + − = − + − > −�������

  
2أي أن  2 2( 10) 19 89 ( 9)n n n n− < − + < − .  

  
( )H   إذا كانn 2مكعب كامل فأثبت أن 3 3n n+   .ليس مكعب كامل +

  الحل
2بفـــــــــــــــرض العكـــــــــــــــس أن  3 3n n+ إذاً ،  مكعـــــــــــــــب كامـــــــــــــــل nل وحيـــــــــــــــث أن عـــــــــــــــدد مكعـــــــــــــــب كامـــــــــــــــ +

2( 3 3)n n n+   ولكن، مكعب كامل +
                            2 3 2 3( 3 3) 3 3 ( 1) 1n n n n n n n+ + = + + = + −  

)3وهذا تعارض لان  1) 1n +   .لا يمكن أن يكون عدد مكعب كامل −
  

( )I ليكن, ,a b c ∈ Z ، 3أثبت أن 3 36 6a b c a b c+ + ⇔ + + .  

  الحل
3لاحظ أن   3 3 ( ) 6a b c a b c k+ + − + + kحيث  = ∈ Z .وينتج المطلوب مباشرة.  
  

( )J أثبت أن العدد�
2011 2010

11 155 56⋯   عدد مربع �������⋯

  الحل
�كن لي

2010 2009

11 155 56N = ⋯ ⋯�������  

�
2011

2011 2010

2011 2011 2010

11 1 10 55 5 10 6

1 5
(10 1) 10 (10 1) 10 6

9 9

N = × + × +

= − × + − × +

⋯ ⋯�������

    

                                                                                                 
4022 2011 2011

4022 2011

2011
2 2 22010

2010

1
[(10 10 5 10 4]

9
1
[(10 4 10 4]

9
100 02

10 2
( ) ( ) (33 32)

3 3

= − + × +

= + × +

+
= = =

⋯�������
⋯�������

   



                

  القاسم المشترك الأكبر والمضاعف المشترك الأصغر

( )Aليكن,m n ∈ Z . أوجدgcd(2 ,2 1)n m + ،gcd(6,2 1)m +  ،
gcd(2 2,2 6)n n+ + ،gcd(2 1,2 1)n n− +   

  الحل
gcd(2 ,2 1) 1n m + gcd(6,2و  = 1) 3m   و  +

gcd(2 2,2 6) gcd(2 2,2 6 2 2) gcd(2 2,4) 2 4n n n n n n or+ + = + + − − = + =

gcd(2 1,2 1) gcd(2 1,2 1 2 1) gcd(2 1,2) 1n n n n n n− + = − + − + = − =.  

  

( )B 21أثبت أن الكسر 4

14 3

n

n

+
+

nفي أبسط صورة لكل   +∈ Z ( 1959)IMO.  

  الحل
gcd(21المطلوب إثبات أن  4,14 3) 1n n+ + =.  

21)بما أن  4)( 2) (14 3) 3 1n n+ − + + × gcd(21إذا  = 4,14 3) 1n n+ + =.  
  

( )C إذا كانgcd( , ) 1a b 2فاثبت أن  = 2gcd( , ) 3a b a ab b+ − +.  
  الحل

2بفرض   2gcd( , )d a b a ab b= + − + ،  
                          2 2 2( ) 3d a b a ab b ab+ − + − =  

3أيضا  ( )d b a b+  23ومنهاd b  23وبالمثلd a وعليه  
                    2 2 2 2 2(3 ,3 ) 3( , ) 3( , ) 3d a b a b a b= = =.  

  
( )D  أثبت أنgcd(5 3 ,13 8 ) gcd( , )a b a b a b+ + =.  

  الحل
1بفرض  gcd( , )d a b=  2و gcd(5 3 ,13 8 )d a b a b= + +.  
  بما أن

                 1 1 1 1 1 2, 5 3 , 13 8 (1)d a d b d a b d a b d d⇒ + + ⇒ ⋯  

  أيضا



          

2 2 2

2

2 1

5 3 , 13 8 8(5 3 ) 3(13 8 ) ,

( 13)(5 3 ) 5(13 8 )

(2)

d a b d a b d a b a b a

d a b a b b

d d

+ + ⇒ + − + =

− + + + =

⇒ ⋯

  

  .ينتج المطلوب (2)و  (1)من 
  

( )E 2إذا كان 3 13, 3 5 1, 6 8 1A n m B n m C n n= + + = + + = + فاثبت  −
)gcdأن , , ) 77A B C.  

  الحل
)gcdليكن , , )d A B C= . إذاd  كان هو القاسم المشترك الأكبر للأعداد, ,A B C  فإنd يقسم كل من  

                                         
3 40,

2 2 3

E A C m

F B C m

= − = +

= − = +
   

2وأيضا يقسم  77G E F= −   .77يجب أن يكون قاسما لـ  dومن ثم  =
   

( )F احسبgcd( ! 1,( 1)! 1)n n+ +   .يح موجبعدد صح nحيث  +
  الحل

               
gcd( ! 1,( 1)! 1) gcd( ! 1,( 1)! 1 ( 1)( 1))

gcd( ! 1, ) 1

n n n n n n

n n

+ + + = + + + − + +

= + =
  

  

( )G ليكنn  1أثبت انه يوجد ضمن الكسور،  2عدد صحيح أكبر من 2 1
, , ,

n

n n n

−
عدد زوجي من  ⋯

  .الكسور غير القابلة للتحليل
  الحل

kالفكـــرة في أن الكســـر 

n
nغـــير قابـــل للتحليـــل إذا وفقـــط إذا كـــان الكســـر   k

n

وذلـــك لان ، غـــير قابـــل للتحليـــل −

gcd( , ) gcd( , )k n n k n= kإذا كان الكسرين . −

n
nو  k

n

فإن مجموع الكسور غير k لكل مختلفين −

kإذا كــان .القابلــة للتحليــل زوجــي n k

n n

kلـــ  =− +∈ Z  2فــانn k=  1وعليــه

2 2

k k

n k
= كســر   =

  .قابل للتحليل وتؤول هذه إلى الحالة الأولى
  

( )Hحاصل ضرب أربعة أعداد صحيحة موجبة متتالية لا يمكن أي يكون قوي لعدد صحيح موجب.  
  الحل



)بفرض  1)( 2)( 3) kn n n n m+ + + ,حيث  = ,n m k +∈ Z 1وk > 

                           
2 2( 1)( 2)( 3) ( 3 )( 3 2) kn n n n n n n n m+ + + = + + + =  

2بمــــــــــــــــــا أن  2gcd( 3 , 3 2) 2n n n n+ + + إذن ،  =
2 23 3 2

gcd( , ) 1
2 2

n n n n+ + + = 

وعليه
2 3

2
kn n

a
+ و =

2 3 2

2
kn n

b
+ + 1kومنها  = kb a− ولا يوجد عـددين مـوجبين الفـرق  =

  .1بين قواهما يساوي 
  .فان العدد يصبح مربع كامل 1لهذا الضرب العدد  ملاحظة إذا أضفنا

            

2 2

2 2 2

2 2

( 1)( 2)( 3) 1 ( 3 )( 3 2) 1

( 3 ) 2( 3 ) 1

(( 3 ) 1)

n n n n n n n n

n n n n

n n

+ + + + = + + + +

= + + + +

= + +

  

  
( )I  أوجد القاسم المشترك الأكبر للأعداد

2 1 3 2 12 2 2 2 2 22 2 1, 2 2 1, ..., 2 2 1, ...
n n+

+ + + + + +.  
  الحل

اجعل  
12 22 2 1

i i

ia
−

= + +.  
1 1 1 1 2 1 22 2 2 2 2 2 2 2 22 2 1 (2 1) 2 (2 1 2 )(2 1 2 )

m m m m m mm m

ma
− − − − − − −

= + + = + − = + − + +

  
1إذا  22 2

1(2 1 2 )
m m

m ma a
− −

−= + 1وبالتالي  − |m ma a−  . إذا القاسم المشترك الأكبر هو أول حد في
2المتتابعة وهو  21a =.  

  
( )J إذا كان, ,n a b +∈ Z 1وn )gcdفاثبت أن  < , )gcd( 1, 1) 1a b a bn n n− − = −   
  الحل

aبدون فقد العمومية نفرض أن b≥ .                إذن  
gcd( 1, 1) gcd( 1 ( 1), 1) gcd( 1, 1)a b a a b b b a b bn n n n n n n n− −− − = − − − − = − −

)gcdتذكر أن ، وذا نصل إلى المطلوب , ) gcd( , )a b a b b= −.  
  

( )Kإذا نقلت الخانات الأربع اليمنى إلى اليسار ونقلت الخانات الثلاث اليسرى ، ن سبع خاناتمكون م، رقم هاتفي
  .أوجد رقم الهاتف. 1إلى اليمين فإن الرقم الناتج أكبر من ضعف الرقم الأصلي بـ 

  الحل



من المعطيات . رقم مكون من ثلاث خاناتyرقم مكون من أربع خانات وxهو رقم الهاتف حيث  yxنفرض أن 
2( 10000 ) 1 1000y x x y× + + = × 998ومنها نجد أن  + 19999 1x y− ، الآن.  =

  :19999و 998 ننبحث عن القاسم المشترك الأكبر للعددي

                                 

19999 20 998 39

998 25 39 23

39 1 23 16

23 1 16 7

16 2 7 2

7 3 2 1

2 2 1 0

= × +

= × +

= × +

= × +

= × +

= × +

= × +

   

gcd(998,19999)وعليه  x,نستخدم خوارزمية إقليدس لإيجاد ،  =1 y ، بإجراء عملية عكسية لما تم أعلاه
998نجد أن  8717 19999 435 1× − × ,8717وعليه يكون  = 435x y= ويكون رقم  =

435الهاتف هو  x,لان جميع الحلول : ملاحظة هذا الرقم وحيد. −8717 y  وتكون على  3تعطى من نتيجة
  الصورة 

                                          
8717 19999

435 998

x k

y k

= −

= −
  

kحيث  ∈ Z  ويكون كل من,x y  0موجبين إذا كانk يتكون من  xوالحالة الوحيدة التي يكون فيه الرقم  ≥
0kت هي عندما من ثلاث خانا yأربع خانات و = .  

  
  

  الأعداد الأولية والنظرية الأساسية في الحساب

   

( )A 2إذا كان 1n   .عدد أولي nعدد أولي فان  −
  الحل 

nليكن . الإثبات بواسطة المكافئ العكسي mt=  1عدد مؤلف حيث ,m t n<   ونجد أن >
     2 1 2 1 (2 ) 1 (2 1)n mt m t m k− = − = − = 2ومنهـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــا  − 1 2 1m n− و  −

2 1 1n − 1kلاحظ أن ، عدد مؤلف < >.  
  

( )Bإذا كان p له أربعة عوامل أولية فأوجد مجموعهم  27000001العدد.  
  الحل



                             

6

2 3

2

2

2 2

27000001 27 10 1

(3 10 ) 1

(300 1)(300 300 1)

301(300 2 300 1 3 300)

7 43((300 1) 30 )

7 43(301 30)(301 30)

7 43 271 331

= × +

= × +

= + − +

= + × + − ×

= × + −

= × − +

= × × ×

  

  .652مساويا  ويكون مجموعهم. عدد أولي331و  271ويمكن التحقق من أن كل من  
  
  ( )C  2009هل 44   عدد أولي؟ +2009

  الحل 
4بتطبيق متباينة صوفي جيرمين للمقدار  502 42009 4 (4 )+ ×.  

  
   :Sophie Germain متطابقة صوفي جيرمين 

                

4 4 4 2 2 4 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

4 4 4 4

( 2 ) (2 )

( 2 2 )( 2 2 )

a b a a b b a b

a b ab

a b ab a b ab

+ = + + −

= + −

= + − + +

  

  
( )D2أوجد جميع الحلول الصحيحة الموجبة للمعادلة 22 3 175m n− =  

  الحل
mواضح أن  n>.تبعا للنظرية الأساسية في الحساب فكرة الحل التحليل ومناقشة الحالات  

 
                  

2 2 22 3 (2 3 )(2 3 ) 7 5m n m n m n− = − + = ×.  
2)لاحظ أن  3 ) (2 3 )m n m n− <   :وعليه يكون لدينا الحالات +

                 

(2 3 ) 1, (2 3 ) 175 (1)

(2 3 ) 5, (2 3 ) 35 (2)

(2 3 ) 7, (2 3 ) 25 (3)

m n m n

m n m n

m n m n

− = + =

− = + =

− = + =

⋯

⋯

⋯

  

4mفقط التي لها حل هو  (3)ونجد أن المعادلة  2nو  = = .  
  

( )Eإذا كان p  2فإن العدد 3عدد أولي أكبر من 2p 224مؤلف و   + 1p −  
  الحل

6يكون على الصورة  3أي عدد أولي أكبر من  1k kحيث  ± Z
 وعليه يكون ∋+



     2 22 36 12 3p k k+ = ± 23أي أن ، + 2p +  
2وأيضا  1 12 (3 1)p k k− = 3)وحيث أن  ± 1)k k kعدد زوجي لجميع  ± Z

إذن ، ∋+
224 1p −.  

  
( )F  أوجد جميع الأعداد الأولية,p q  2التي تجعل 2p pq q+   مربع كامل +
  الحل

2بفرض   2 2p pq q n+ +   عدد صحيح موجب nحيث  =
                2 2 2 2 2 2 2( ) ( )p pq q n p q pq n p q n pq+ + = ⇒ + − = ⇒ + − =  

                      ( )(( )p q n p q n pq⇒ + − + + =  
)إذن  ) 1, (( )p q n p q n pq+ − = + + p,لان = q n p q+ − ≠   

2ومنها  2 1p q pq+ = 2وعليه  + 2 4 3pq p q− − + =  
)ومنها  2)( 2) 3p q− − 3pويكون  = 5qو  =   .أو العكس =

  
( )G 2إذا كــــان للمعادلــــة 22 5 1 0x px p p− + − − . عــــدد أولي pحيــــث ، جــــذرين صــــحيحين   =

  .pأوجد القيم الممكنة للعدد 

  الحل

         

2 2

1,2

2 4 4( 5 1)

2

5 1

p p p p
x

p p

± − − −
=

= ± +
   

5لكـي يكــون للمعادلــة جــذرين صــحيحين لابــد أن يكــون  1p 25لــيكن . مربــع كامــل + 1p n+  nحيــث  =
5. عــــدد صــــحيح موجــــب ( 1)( 1)p n n= − 1وعليــــه  + 5n − 1أو  = 5n +  pونجــــد أن  =

  . 7أو  3يساوي 
( )H إلى عوامله الأولية 1001001001حلل العدد.  
  الحل
       

                          

6

6

2 3

1001001001 1001 10 1001

1001(10 1)

7 11 13((10 ) 1)

7 11 13 101 9901

= × +

= +

= × × +

= × × × ×

  

( )I أوجد جميع الأعداد الأولية p 2بحيث العدد 11p   نفسه والعدد 1 قواسم مختلفة من بينها العدد 6له  +
  الحل



6فإن 3عدد أولي أكبر من  pإذا كان  1,p k k= ± ∈ ℤ  

                                   

2 2

2 2

2

36 12 1

11 36 12 12

12 11

p k k

p k k

p

⇒ = ± +

⇒ + = ± +

⇒ +

  

2وحيث أن  11 12p + 2إذن . 1,2,3,4,6,12م هـي قواس 6له12و العدد  < 11p لـه أكثـر مـن  +
  .قواسم6

2pيتبقى حالتين هما  3pو= =:  
2pإذا كان  2فإن = 11 15p +   .ربعة قواسم فقطله أ =
3pإذا كان  2فإن  = 11 20p + 3pإذاً . له ستة قواسم بالضبط =   .هو الحل الوحيد=

  

( )J  إذا كان,p q  أوليان وكان
2 2p q

r
p q

+
=

+
  .أولي  rعدد صحيح فأثبت أن 

  الحل

pإذا كـــــــــــــان   q=  واضـــــــــــــح أن
2 2 2

2

p q p
r p

p q p

+= = =
+

pلنفـــــــــــــرض الآن أن .  وهـــــــــــــو أولي  q≠  أن
2 2p q

r
p q

+=
+

2بمـــــا أن .  عـــــدد صـــــحيح  2 2( ) 2p q p q pq+ = + |فـــــإن  − 2p q pq+  ولكـــــن

( , ) 1p q pq+ )لأن  = , ) 1,( , ) 1p q p p q q+ = + |إذا . = 2p q+ وهذا مستحيل.  
  

  nالتطابقات قياس 

( )A20107من العدد )  تخانتي الآحاد والعشرا( أوجد آخر رقمين .  

  الحل

4بما أن       2 27 49 (50 1) 1(mod100)= = − ≡   

2010إذا  4 502 2 5027 (7 ) 7 1 49 49(mod100)= × ≡ ×   49وعليه فإن آخر رقمين هما  ≡

  

( )B   5555أثبت أن 22222222   7يقبل القسمة على   +5555
  الحل

3

5555 5553 2 3 2 2

2222 3(mod7)

3 27 1(mod7)

2222 3 3 ( 1) 3 9 2(mod7)k k+ +

≡

= ≡ −

≡ ≡ ≡ − ⋅ ≡ − ≡ −

  

  بالمثل .  عدد فردي kلاحظ أن 



3

2222 2220 2 3 2 2

5555 4(mod7)

3 27 1(mod7)

5555 4 4 ( 1) 4 16 2(mod7)m m+ +

≡

= ≡ −

≡ ≡ ≡ − ⋅ ≡ ≡

  

  .بالجمع نصل للمطلوب.  زوجيmلاحظ 

  

( )C10أوجد آخر رقمين من العدد 10229 37+.  
  الحل

mod)إذا كان :  سنستخدم الخاصية )a b n≡  2فإن(mod )n na b n≡. 

10 10

10 10 5

229 29 1 (mod10) 229 ( 1) 1 (mod100)

37 7 (mod10) 37 7 (50 1) 250 1 49 (mod100)

≡ ≡ − ⇒ ≡ − ≡

≡ ⇒ ≡ ≡ − ≡ − ≡
  

10إذا  10229 37 1 49 50 (mod100)+ ≡ +   .50والباقي يكون ≡
  

( )D 9992من العدد  ر رقمينأوجد آخ.  
  الحل

102: لاحظ أولا أن 1(mod25)≡   وعليه فان  −
                              997 10 99 72 (2 ) .2 ( 1).3(mod25) 22(mod25)= ≡ − ≡     
  ومنها نجد أن                

                                    2 9972 .2 4.22(mod100) 88(mod100)≡ ≡  
mod): لاحظ استخدمنا ) (mod )a b n am bm mn≡ ⇔ mلكل  ≡ +∈ ℤ .  

122: حـــــــــــــــل آخـــــــــــــــر 4(mod100)≡ 72ومنهـــــــــــــــا     − 12 62 (2 ) 4(mod100)= ≡ وأيضـــــــــــــــا  −
432 72 62 (2 ) 4(mod100)= ≡ 8642وعليه  − 16(mod100)≡.  

602أيضا  24(mod100)≡ 9992ن ثم وم − 88(mod100)≡.  

( )E إذا كانp  عدداً أولياً وk  1عدد صحيح بحيث k p≤ فأثبت أن  >
p

p
k

 
 
 

 .  

  الحل

بما أن 
1

1

p p
k p

k k

−  
=     −   

إذن ، 
p

p k
k

 
 
 

)gcdوحيث أن   , ) 1k p أذن  =
p

p
k

 
 
 

الجزء الثاني ، 

  .ينتج مباشرة من نظرية ذات الحدين واستخدام الجزء الأول
  

( )F  2حل المعادلة التالية في الأعداد الصحيحة 2 20083x y+ =. 



  الحل
2بما أن   2 20083 0 (mod3)x y+ ≡ فان  aوحيث أنه لأي عدد صحيح  ≡

2 0 1 (mod3)a or≡  2وعليه 2 0(mod3)x y+ 3إذا وإذا فقط  ≡ | ,x y . إذا افرض أن

13x x=  13وy y=  2.  نستنتج أن  23وبالتعويض في المعادلة والقسمة على 2 2006
1 1 3x y+ =  .

1004بتكرار نفس  الإجراء مرات متعاقبة يتولد متتابعة 
1( )k kx 1004وأخرى  =

1( )k ky 1004بحيث  =
10043x x=  و

1004
10043y y=  2و 2

1004 1004 1x y+ )وهذه لها الحلول الأربعة  = 1,0), (0, 1)± ±.  

1004إذا المعادلة الأصلية لها الحلول  1004( 3 ,0), (0, 3 )± ±.  
  

( )G  حدد الأعداد الصحيحة الموجبةm  بحيث يكون! 5m   .مكعب كامل +
  الحل

  . وهذه إستراتيجية مهمة، سيكون مناسب جدا 7دراسة هذه المسألة قياس 
m(mod7)0,1,2,3,4,5,6بما أن   7تب بواقي القسمة على لذلك سنك 3mنريد أن نرى بواقي  ≡

,0بالشكل  1, 2, 3(mod7)m ≡ ± ±   .  حتى يسهل حساب المكعبات ±

mod)بالتكعيب وفقا للخاصية   )k ka b n≡  3نجد أن 0, 1(mod7)m ≡ إذا باقي مكعب أي .  ±
7mلذلك إذا كانت .  ±1أو  0هو 7عدد لدى قسمته على  !فإن  ≤ 5m   ليس مكعب كامل لأن  +

! 5 0 5 5(mod7)m + ≡ + ≡  
!يبقى فقط فحص  5m 7mعندما  + <:  

2

3

6, ! 5 5(6 4 3 2 1) 5 145 5 29

5, ! 5 5(4 3 2 1) 5 25 5

m m

m m

= + = ⋅ ⋅ ⋅ + = ⋅ = ⋅

= + = ⋅ ⋅ + = ⋅ =
  

4,3,2,1mعنــدما  !فــإن  = 5 29,11,7,6m + !إذا .  علــى الترتيــب = 5m مكعــب كامــل فقــط  +
5mعندما =.  

  
( )H  4الأعداد الأولية التي على الصورة أثبت أنه يوجد عدد غير منتهي من 1k +.  
  الحل

4بفـــرض يوجـــد عـــدد منتـــهٍ مـــن الأعـــداد الأوليـــة الـــتي علـــى الصـــورة  1k 1هـــي ، + 2 ... tp p p< < خـــذ .  >
2العدد

1 2(2 ... ) 1tN p p p= 1Nبما أن .+ 2pإذا يوجد له قاسم أولي ، د فرديعد <   أي أن . <
2

1 2(2 ... ) 1(mod )tp p p p≡ 4يجب أن يكون على الصورة  pوعليه  − 1n nحيث  + +∈ Z  و بما
,1أن  2,..., tp p p  4الأعـــداد الـــتي علـــى الصـــورة هـــي جميـــع 1k ipفـــإن + p=  1حيـــث i t≤ وبالتـــالي  ≥

p N 2و
1 2(2 ... )tp p p p  2وعليـــه

1 2(2 ... ) 1tp N p p p− إذن عكـــس الفـــرض . وهـــذا مســـتحيل =
  .هو الصحيح

  



  
  

( )I 11أثبت أن 312 2(mod11 31)× ≡ ×  
1: (8)باستخدام الخاصية : الحل 2(mod ), (mod )a b n a b n≡   .إذا وإذا فقط  ≡

1 2(mod[ , ])a b n n≡ .  
  نستنتج أن 

11 312 2(mod11 31)× ≡ 11إذا وإذا فقط  × 312 2(mod11)× 11و  ≡ 312 2(mod31)× بما .  ≡
52أن  32 1 (mod11)≡ ≡   فإن −

11 31 5(68) 1 68 12 2 ( 1) 2 2mod11× +≡ ≡ − ⋅ ≡  
52بالمثل حيث أن  1(mod31)≡  11نستنتج أن 312 2(mod31)×   .ويثبت المطلوب ≡

( )J  في المتتابعة أوجد المربعات الكاملة  
1!, 1! 2!, 1! 2! 3!,1! 2! 3! 4 !, , 1! 2! 3! !,n+ + + + + + + + + +… ⋯ …  

  الحل
!1بفرض    2! 3! !nS n= + + + +⋯  

1ليس بينها مربع كامل سوى  4Sإلى   1Sمن خلال الحساب يتضح أن الحدود من 3,S S    .  
5nالآن افرض  !1)لدينا .  ≤ 2 ! 3 ! 4 !) 5 ! ! 33 5! !nS n n= + + + + + + = + + +⋯ ⋯  

3 30 5! !nS n− = + + !5كل حد من حدود   ⋯+ !n+ وعليه  5يقبل القسمة على  ⋯+
3nSفإن − nS(mod5)3آخر بمعنى .    5يقبل القسمة على    مستحيل   5هذا التطابق قياس.  ≡

,0فإن   kمربع كامل  وذلك لان لأي عدد طبيعي   nSالتحقق عندما يكون  1, 2(mod5)k ≡ ± وعليه  ±
2فإن  0,1,4(mod5)k 5nليس مربع كامل لكل  nSإذا  ≡ ≥ .  

  
( )K أوجد باقي قسمة

20

17 177 1777 177 7+ + + +⋯ ⋯
���

  . 7على 

  الحل
ضع 

20

17 177 1777 177 7S = + + + +⋯ ⋯
���

.  
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1

10 (mod7) 3(3 2 6 4 5 1) 3 2 5(mod7)k

k

S
=

≡ ≡ + + + + + + + ≡∑  

  
  


